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“nkele prolegomena voor een webtenschappell jke didactiek van wiskunde en

atatistiek door
Prof.Dr.D. van Dantzig

1, Het ingevolge het prijzenswaardig initiatiefl en de activiteit van de
Vereniging van leraren in wiskunde, mechanica en cosmologle tot stand
pekomen ontwerp leerplan en eindexamenprogramma voor de wiskunde in de
HBS-B houdt een aanzienlijke vernieuwing en verbetering in in vergeli]-
king met de bestaande toestand, Het is dearom te hopen, dat het spoedig
zal worden verwerkelijkt. Mede door de voorgestelde invoering van het
leervak statistiek is het een belangrijke stap in de richting van een
verbeterde aanpassing van het wiskunde onderwl]js aan hedendaagse maat=-
schappelijke en wetenschappelijke behoeften, Door de voorgenomen en op
kleine experimentele schaal reeds ten dele verwerkeliljkte invoering van
onderwljs in de statistiek bij het VHAMO wordt evenwel een aantal moei-
lijke en fundamentele problemen opgeworpen.

Vooreerst verelst een doeltreffende keuze en presentatie van de
leerstof een verdiepte beschouwing en ten dele zelfs herwaardering van
net wiskunde onderwijs in het alpgemeen. Voorts zal het hoger onderwi js
in wiskunde belangrijke wijzigingen moeten ondergaan, daar - onderstel-
lende dat de plannen verwezenlijkt zullen worden - waarschijnlijkheids-
rekening en wiskundige statigtiek onder de verplichte leerstof van de
toekomstige leraren in wiskunde zal mceten worden opgenomen, zowel aan
de universitelt als bij de M,0.-examens, EFen bijkomstige moellijkheld
dzarbij is, dat het geenszins gemakkelliJk zal zljn, een toereikend aan-
tal voldoend competente leerkrachten op universitair niveau te vinden.
Tenslotte en wellicht ten dringendste moet de moeilijkheid onder ogen
worden gezien, hoe de thans in functie zijnde leraren, die, met weinige
nitzonderingen, nooit gelegenheid hebbern gehad het nieuwe leervak te
leven kennen, zich de voor het doceren ervan benodigde kennis kunnen
eilgen maken, en wel zd, dat zijn in voldoende mate '"boven de stof staan',

fAan de bespreking dezer concrete problemen mogen enige beschouwin-
pen van wijdere strekking voorafgaan, die weliswaar nlet op korte ter-
mijn van practische betekenis zullen worden, maar desondanks hopelijk
niet als "utopistisch" van de hand zullen worden gewezen, daar zilj voor

zen juiste probleemstelling van fundamenteel belang zijn,
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2. De didactiek der wiskunde is nog steeds te zeer gebaseerd op veelal
vage en/of aanvechtbare beschouwingen en doelstellingen als bevordering
van het "logisch denken', het "ruimtelijk aanschouwlngsvermogen', de
"wiskundige intuftie", e.d. Van deze niet nauwkeurig omschrijfbare fa-
culteiten wordt doorgaane op onvoldoend bewljskrachtige gronden aange-
romen, dat hun bezit 1% voor alle leerlingen van nit zal zijn, 2 Vbor
allen, die een der aan het einddiploma gekoppelde rechten wensen te ver-
werven noodzakelljk 1s, 36 wezenlijk deoor net wiskunde onderwijs wordt
vevorderd, In werkelijkheid is evenwel vrijwel niets bekend omtrent de
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vraag, of een groep van leerlingen die grondig wiskunde-~onderwljs geno-
ten (of niet genoten) heeft, ten aanzien van haar wijze van denken vepri-
fieerbare significante verschillen vertoont ten opzichte van een daar-
mede intellectueel vergelijkbare controlegroep, van wie dit niet het ge-
val is. En het feit, dat wij, mathematici, zoveel van wiskunde houden
en dit vak zo belangrijk vinden, zullen wij als critisch geschoolde den-
kers toch zeker niet als een bewijskrachtig argument voor deze thesen
willen aanvoeren, dat alle leerlingen van eenzelfde schooltype verplicht
zijn, het daargegeven wiliskunde onderwljs 1in zijn volle omvang te volgen,
Het is daarom gewenst de didactiek der wiskunde op een minder wankele
basis te funderen, en wel op concrete doelstellingen, waarvan telkenmale
toetsbaar is of, resp. in hoeverre zij bereikt zijn., Deze doelstellingen
kunnen onmogelijk voor alle leerlingen van eenzelfde schooltype dezelf-
de zijn, maar dienen afhankelijk te worden gesteld van aanleg, belang-
stelling en levensdoel van de individugle leerlingen. Dit vereist dat
de leerlingen binnen het kader van hun schooltype, en zo mogelijk, zelfs
binnen het kader van hun klas enige vrijheid van keuze zullen verkrij-
=en met betrekking tot de mate waarin zlj aan het wiskunde onderwijs
z11llen deelnemen en dat de aan het einddiploma toe te kennen rechten
van deze keuze afhankelijk gesteld zullen worden, Dit gaat dus enigs-
zins in de richting van het Amerikaanse systeem, waarbij elk leervak
over een aantal "cursussen'" ("courses") is verdeeld, waarvan enige ver-
plicht zijn, terwijl uit de andere een keuze kan worden gemaakt, Een
leerling die dus b.v. weinig aanleg en belangstelling voor wiskunde
heeft, kan dan met een elementaire cursus in dit leervak volstaan, en
de verdergaande kennis daarvan vervangen door dlepergaande studie van
andere vakken die hem meer interesseren, Daarmede ontneemt hij zichzelf
evenwel de mogelijkheid - tenzij hij de ontbrekende kennis later aan-
vult - in een der sterk wiskundig georiénteerde vakken verder te stude-
ren,

Hoewel een dergelijk systeem niet sglechts een ingrijpende wetswij-
ziging, maar ook grondige wijzigingen in ons onderwijssysteem vereist,

is deze naar mijn mening op den duur onontkoombaar,

3., De voortschrijdende mathematisering van het wetenschappelijk en maat-
schappelijk leven in de huidige cultuurfase wordt sterk geremd door een
bij velen aanwezige angst voor of weerzin tegen de wiskunde, die veelal
cen gevolg is van "overvoeding' en ondoceltreffende "dieetkeuze'. Voor

de grote massa der leerlingen zal daarom de belangrijkste doelstelling
moeten ziJgn, door doeltreffende keuze en dosering van de leerstof te
bereiken, niet slechts dat deze psychische weerstanden voorkomen worden,

maar ook dat bij de leerlingen een voldoende vertrouwdheid met eenvou-
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dige algebraische formules, functies, grafieken, statistieken en statis-
tische samenvattingsgetallen ontstaat, opdat zi1j deze vlot kunnen "lezen|
het globale verloop ervan kunnen overzien en de voornaamste kenmerken
kunnen waarnemen, kortom dat zij ze receptief min of meer vlot kunnen
beheersen, Methodologisch zou hier wellicht een gemoderniseerde en be-
knotte versie van de methode van T, Percy Numn als uitgangspunt kunnen
worden genomen, Voorts is het voor vrijwel iedereen van nut, een inzicht
te hebben enerzijds in de nuttigheid, anderzijds in de begrensde nauw-
keurigheld, betrouwbaarheid en algemeen-geldigheid van quantitatieve
conclusies uit waarnemingsuitkomsten, dit laatste opdat de daardocr ge-
wekte critische instelling een beschermingsmiddel zij tegen van statis-
tische indexcijfers e.d. gebruikmakende suggestieve reclame en propagan=-
da. Door Darell Huff zijn in "How to lie with statistics" (Illustraties
door Irving Geizs, Londen, 1954) verschillende voorbeelden hiervan gege-
ven., Voorts kan een zekere mate van 'common sense' logica, van ordelijk
denken, van ordelijk weergeven, sdematiseren en samenvatten van gegevens,
en van het releveren van de belangrijkste punten uit een betoog, geacht
worden voor vrijwel alle leerlingen van nut te zijn., be -geenszinsg ge-
makkelljk te beantwoorden - vraag, een wiskundige cursus (A) op te stel-
len, die deze doelstellingen op zo doeltreffend mogelijke wijze verwezen-
11ijkt, houdt een probleem in, dat de didactiek slechts met moderne me-
thoden van wetenschappelijk onderzoek zal kunnen oplossen.

Tenelnde mijn bedoeling te verduidelijken zou ik enkele punten wil-
len vermelden uit de na de fundamentele reorganisatie van 1945 in Japan
aanvaarde leerprogramma's, ontleend aan Ryokichi Minobe 1)

Beseffende, dat er fussen leerplan en realizering daarvan een aan-
merkelijke afstand kan bestaan, meen ik toch, dat de doelstelling het

overdenken waard 1is.
De algemene doelstelling voor het rekenonderwijs op de (verplichte)
6-jarige) lagere school wordt als volgt geformuleerd:

1) the child should be given a wealth of experience, enabling him
to make effective use of arithmetic in his social life in and
out school.

2) the ability of the child to deal with quantitative relationships
adeptly and comprehendingly should be fostered.

~it wordt nader uitgewerkt met betrekking tot 1) o.a. als

b) the ability and tendency to solve daily problems and analyse
personal experience by quantitative methods should be encouraged.

d) while deepening the comprehension that arithmetic, by means of
quantitative treatment, permits accurate, handy and efficient
description of things, the development of the ability and ten-
dency to make use of numerical methods in daily 1life should be
attempted.,

O Gm e oy e e T e

A

1) "Statistical training in Japan', 28th session de 1'Institut Interna-
t%gnal de Statistique, Rome, 1953; Bull.Inst.Int.de Stat.,tome 34,
27 Livralson, 1954, p.072-693, Appendix 3, p.684-687,
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en tot 2) als

f) the ability to translate quantitative data into tables and graé
phical charts, and to interprete and utilise the facts thus re-
presented should be developed.

Uit practische, op statistiek betrekking hebbende opgaven dic tegenwoor-
dig 1n het rekenonderwijs in Japanse elementaire scholen worden geleerd,
vermelden wij:

1St year ¢ The ability to make gimple graphical charts of matters
related to school or home, using the simplest symbqlsﬁ
such ‘as noughts and crosses, is taught and fostered.

2nd year 1) The ability to make and read simple statistical tables

or charts, covering matters related to school or home,
ig developed.

ii) Effort is made to cause the child to apply such repre-
sentations to the field of actuality.

BPd year 1) The ability to use binomial tables in regard to school
and home matters is developed.

ii) The ability to employ pictorial and bar graphs in the
field of experimentation is developed.

4th year s+ The abllity teo use jolned-line graphs in relation to
schocl and home life is fostered,
th . . ‘s A .
5 year 1) The ability to read trends, increments, decrements,
3
and other changes are developed.
t . . . . .
gth year 1) The reading and making of circular, ribbon, and poly-

gonal graphical representation are developed.

Uit de doelstelling van wiskunde onderwijs in de driejarige "Junior
High Schools", die op de lagere school volgt en sinds 1945 eveneens voor
alle leerlingen verplicht is, vermelden wij:

1) Proper understanding of the effectiveness of quantitative Jjudge-
ments in forecasts for the future.

3) Cultivation of the ability to find and utilise reliable data for
dealing with social and personal problems.

5) Comprehension of the fact that tables and graphs provide a sim-
plified form of pregenting factual data, and cultivation of the
ability of express matters practically and simply by means of
such representations,

7) Cultivation of the ability to treat quantitative relationships
in a logical, efficient, accurate and appropriate way.

9) Awakening of the realisation that various mathematical abilities
are Important as qualification to become an element of importance
in human society, and cultivation of the ability and habit of
utilising mathematics for the social good.

en ult het leerplan voor deze gcholen:
st . q . . .
1 vear 1) Reading and comprehension of the large figures given
by the newspapers and other sources 1in connection with
the census, the Budget, and other economic matters.
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6) Reading of bar graphs, joined-line graphs, circular
graphs, and others which appear in newspapers, perio-
dicals and other publications; also graphical repre-
sentation of acquired data to simplify explanation,

3 year 7) The use of relativity for comprehension of various
natural and social phenomena.

8) Comprehension of and exercises in dally economics
phenomena that are related to the nation or to other
social entities,

7elfs aannemende, dat van dit programma in de practijk maar een
klein gedeelte slaagt, moeten wij toch toegeven, dat wij hier, 10 jaren
later, zelfs voor het VHMO, nog niet aan een zo zeer bij het moderne le-

ven aansluitende doelstelling toe zlijn.

L, Een tweede cursus (B), die slechts verplicht ziJ voor leerlingen die
een loopbaan in een begrensd, maar vri] uitgebreide groep van richtingen
ambi&ren (b.v. voor hen die een universitaire of semi-wetenschappell jke
studie in de natuurwetenschappelijke, medisch of economische richting
wensen te volgen, alsmede voor toekomstige bedrijfsingenieurs en enkele
andere richtingen) zij b.v. gericht op het verkrijgen van vaardigheid

in eenvoudige algebraische en statistische technieken volgens duidelijk
voorgeschreven methoden., De mogelijkheid, deze technieken aan gewljzig-
de probleemstellingen te adapteren, blijve aan de vervolgstudie voorbe-

nouden, maar kan in het VHMO recds enigszins worden voorbereid.

5. Een derde cursus (C), slechts verplicht te stellen voor hen, die aan
de wiskunde nauw verwante studierichting gaan volgen, zi] bijvoorbeeld
gericht op het verkrijgen van een scherperc logisch-critische houding,
op een grotere en enigszins ruimere technische vaardigheid van enig in-
zicht in de logische achtergronden der genoemde technieken en eenvoudige
methoden voor logische analyse daarvan, alsmede van enige vindingrijk-
neld in het overwinnen van nieuwe moeilijkheden en vaardigheld in het
splitsen van een prcbleem in deelproblemen, die achtereenvolgens tot op-
lossing kunnen worden gebracht. Met betrekking tot deze laatste punten
z1j de aandacht gevestigd op de werken van G. pélya, t.w., "How to solve
it" en 'Mathematics and plausible reasoning" (vol.1 "Introduction and

analogy in mathematics", vol.2 "Patterns of plausible reasoning').

5. Met betrekking tot de toetsing in hoeverre de verelste vaardigheden
en inzichten inderdsad verkregen zijn, moet er op gewezen worden, datb
het eindexamen in zijn overgeleverde vorm een hoogst ondoeltreffende
vorm van kwaliteits-controle ig. Het is een niet slechts zeer kostbarc,
maar ook onbetrouwbare methode, daar de inspectie der abituriénten t.a.v.
de doelstelling onder abnormale omstandigheden wordt ultgevoerd, Het
heeft ook ten gevolge, dat een groot gedeelte van het laatste schooljaar
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door de noodzakelijke training voor eindexamen-sommen en ~thema's vrijwel
geheel voor normaad onderwijs verloren gaat.

Hoe zou men b,v. denken over een fabriek van rolfilms die, zeggen
wij, 10% van de productiekosten besteedde, niet aan het verbeteren van
het product, maar aan het pasklaar maken daarvan voor de gualiteits-con-~
trole, die vervolgens deze controle uitvoerde in een kamer gevuld met
stoom van 2 atm en 1OOOC, en op grond daarvan 5% van de productie vol-
ledig afkeurde?

Naar mijn mening behoort het einddiploma in een voldoend aantal ver-
schillende vormen voor te komen, opdat - met uitzondering van zéér wel-
nig gevallen van aperte onwil of langdurige ziekte - iedere tot de hoog-
ste klassen toegelaten leerling een voor hem passend eindiploma kan
krijgen, waarbij b.v. een verminderd wiskunde programma kan worden ge-
compensecrd door een uitgebreider programma in een of meer andere vaklken,

Nog een stap verdergaand, zou ik - al ben ik er mij van bewust, 42°0
deze opvatting wel van verschillende zijden bestreden zal worden - zells
cen soortgelijke regeling voor de lagere klassen wensen teneinde de enor-
me door doubleren veroorzaakbe energie- en investeringsverliezen aan-
zienlijk te beperken. Wanneer men zegt, dat een leerling voor een school
ongeschikt is, zou men m.i., vecleer moeten zeggen, dat de school voor
de leerling ongeschikt is. Naar mijn mening behoort een school (of dez-
noods een groep van scholen) een voldoende gedifferenticerdheld van on-
derwijsmogelil jkheden te bezitten, opdat door ecn betrekkelijk vrije op
ananleg en belangstelling der leerlingen en vooral ook op lerarenadviezen
steunende keuze der leerlingen, behoudens weinige uiltzonderingen, fledere
leerling een voor hem passende combinatie van vakken kan vinden, Dan
zou de school voor ledere leerlingvdie zij als zodanig accepteert ook
verantwoordelijkheid kunnen - en m,i. dienen te - aanvaarden, hem (in
het ergste geval door afvloeiing naar een andere school) - wederom be-
houdens zeldzame uitzonderingen - zonder doubleren op een voor hem pas-
sende plaats en tot een veoor hem passend einddiploma te brengen. Daar-
bij worde de keuze van dit diploma aan het lerarencorps toevertrouwd.
Deze worde gedaan, niet op grond van een onder abnormale omstandigheden
afgenomen examen,maar op grond van de normale klasseprestaties, aan vol-

doend geunificeerde eisen onderworpen,

7. Het bovenstaande programma, ook als het instemming mocht vinden, 19,
en niet alleen door de ingrijpende wetswijziging die het zou vereisen,
zeker niet voor verwezenlijking op korte termijn vatbaar. In ieder geval
is het echter zeer gewenst, dat didactici en aanstaande didactici hun
aandacht aan de hier opgeworpen problemen wijden en op een wijze, die aan

moderne wetenschappelijke eisen voldoet, trachten een waarderingsschema
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voor de verschillende door verschillende lecrlingen te bereiken doelciv-
@¢n on te stellen en methoden te vinden om deze met zo laag mogeli jke
“izosten' (in de vorm van leraar- en leerling-uren) te verwezenlijken. Do
nuidige methode komt min of meer daarop neer, dat men aan de doeleindon

sitsluitend de waarden 41 of O toekent, en wel simultaan voor alle leer-

N

lingen van eenzelfde schooltype, ("Dit mocten ze kennen; dat behoeven

niet te kennen'"). Daardoor worden velc verhinderd, voor hun nuttige voar-
jigheden, b.v. van type B, te verwerven, a2ls zij niet in staat zijn de
auidige, min of meer met C overeenstemmende doeleinden te berelken. Ock
teneinde het huidige en in de toekomst te verwachten tekort aan in ver-
schillende graden wiskundig geschoolden op fte vangen 1s een hoge matc
van doelgerichtheid, doeltreffendheid, en "zulnigheid" bij de toe te

dienen kennis onontbeerlijk.

%, Met betrekking tnt het derde der genoemde problemen, de opleiding der
huidige leraren, staat men voor de welhaast unicke situatie, dat een
grote groep van leraren vermoedelijk binnen luttele Jaren geroepen zol
worden e¢en lecervak te ondepwijzén, dat zijzelf nog niet kennen, Wellswaar
gelijkt deze situatie enigszins op die in de beschrijvende meetkunde, cen
vak dat ook door velen wordt gedoceerd, die cr geen opleiding in genoten
hebben, maar de verschillen zijn zeer belangrijk. Immers de beschrijven-
de meetkunde is een vak, dat vrijwel een ieder dic een grondige algemeon-
wiskundige opleiding heeflt genoten, zich in betrekkelijk korte tijd zoli-
standig eigen kan maken. Met de kansrekening, als deel van de zulverc

wiskunde beschouwd, is ditzelfde ook wel min of meer het geval, al 1is

dit vak in wezen moeilijker en behoort het op zijn hogere niveaux zells
tot de moeilijkste delen der wiskunde, Maar bovendlen 1is kansrekening

nog geen statistiek, ¢n hier zijn de verschillen fundamentecel en wellicht
~c1fs voor enkelen onoverkomelijk. De statistiek vereist immers een zeov
sterk van de wiskundige afwijkende geesteshouding. Wiskundige begaafd-
held gaat veelal gepaard met een min of meer "introvert' gerichte geco-
teshouding, waarblj men zich geheel concentreert op een zelfl gekozen
probleemstelling, op een uitsluitend van literatuurkennis en individuelc
denkkracht afhankelijke oplossingswijze, en een ultsluitend aan de els
van logische congistentie onderworpen critische toetsing. De statistick
daarentegen is toegepaste wiskunde, en vereist cen veel meer "extroverte"
reesteshouding. De probleemstelling is doorgaans van andere wetenschaps-
zebieden of zelfs niet-wetenschappelijke levensgebieden afkomstig. De
oplossingsmethode kan slechts doelmatig worden gekozen wanneer men zich
min of meer in het waarnemingsmateriaal verdiept, in de wijze waarop ditv
wordt verkregen, het concrete doel waartoe het werd verzameld, en de ir

dit andere gebied begchikbare en gebruikelijke graad van exactheld ol 2n-
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exactheid. De elsen, waaraan de oplossing moet voldoen zijn tenslotte
niet uitsluitend en zelfs niet in de ecrste plaats, van deductiel logische
=ard, maar hebben betrekking op de inpassing van de conclusies in een
croter geheel van waarnemingsresultaten, theorie&n en hypothesen. Niet

zo zeer in de verkrijging der benodigde wiskundige kennis als wel in de
overgang van cen introverte tot een meer extroverte geestesrichting zul-
len vermoedelijk voor de meeste wiskunde leraren de grootste moeilijkhe-
den liggen. Ook geldt dit voor de overgang van de in de wiskunde bij ult-
sluiting aanvaarde deductieve logica naar dc¢ aan veel minder stricte re-
zels onderworpen inductieve en/of "plausibele" logica, die nauwer bij

de "common sense" dan bij de formele correctheid aansluit., Tenslotte
zeldt dit ook voor het afstappen van de in de wiskunde vrijwel uitslul-
tend toegelaten onderscheiding in "goed" en "fout", die hier nilet mecr
uitvoerbaar is, en door cen (al dan niet quantitatief gepreciseerde) 2l -
nuanceerdere differentiatie moet worden vervangen ("aannemelijk", "vol-
doende betrouwbaar", "zo goed mogelijk'", e.d.)

De op verzoek van het bestuur van WIMECOS door het Mathematisch
Centrum te ontwerpen cursus in Statistiek voor leraren moet slechts als
cen eerste poging worden beschouwd aan de bestaande hehoeften althans
enigszins tegemoet te komen, die reeds door de beperkte omvang en voorts
doordat hier een eerste experiment wordt gedaan, onmogelijk verwacht kan
worden een volledige en definitieve oplossing van het opleidingsproblcem

van de in functie zijnde leraren in te houden.

9, Het probleem van de opleiding der toekomstige leraren veoor het heden

buiten beschouwing latende, willen wij tenslotte nog enkele losse opmer-
kingen maken over het VHMO in de statistiek zelfl, opmerkingen die blj ge-
brek aan voldoende ervaring een zcer voorlopig karakter moeten dragen.
Lenvoudigheidshalve zal daarbij de verdeling over de bovengenoemde drie
niveaux A,B.C buiten beschouwing worden gelaten.

In de cerste plaats 1s het gewenst, de leerlingen, zij het aan het
begin, zij het later, cen globaal beeld te geven van de verschillende
gebieden waarin statistiek wordt toegepast, en van de aard dezer toepag-
singen, en ook de toepassingen zo concreet en numerick realistisch moge-
11 jk te houden. Een historisch overzicht kan hier eveneens goede diensten
bewijzen, en aanleiding geven tot een aantal boeiende lessen. Voorts is
het gewenst, met zuiver empirische beschouwingen te beginnen, waarin nog
geen kansrekening wordt gebruikt, en deze laatste, ook verder, tot de
cenvoudigste problemen te beperken.

De behandeling van ordelijke tabellering en het weergeven in grafie-
ken blijven hier verder onbesproken. Van belang is, er zorg voor te dra-
gen, dat "stakendiagrammen" slechts bij exact bekende waarden, histogram-
men slechts bij afgeronde waarden dienen te worden gebruikt. Behandeling,
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althans quslitaticef, vean twac-dimensionale puntendiasgrarmen 71] ten shteik-

ate aanbevolen,

\ €+
v

Bij het bespreken van ne het gewenst, te beginnen met

povallen waarin de gom ven cen spelmatis fluctuerende woareno-
om woarden de enige grootheld is, woarvoor men zich in ecrste instantic
intercaseert (Oﬁeenvolgende winsten of verliezen 1n celijke periodcnJ G
srengsten in gewioht of geldwearde van verschillende met cenzelfde pewns
pebouwde percelen, melkproductie van koeizn, a2zntal ziektedagen van «on
rbeider, enz.). In aanslulting hij mechanica en natuurkunde zal men nier
cok de gemiddelde snelhelc per tijdseenheld en gemiddelde dichthe DeY
volume-genheld {soortelljke mass: of 2.z.) kunnen noemen, D& onPegelmati-
e woornemingsreeks kan dus worden vervangen doopr twee getallen: aantal
.n gemiddelde, Dasrbilj gaat de formatie verloren, dile men nict meer Kun

terugwinnen {vgl. voldoendc, resb. nodige en voldoende voorwa sarden), Ir
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nlle pevallen, waarin de som nict self eon duidelijk waarneembare zZin
neeft, 1s trouwens de hetekenis van gemiddelden tame ¢lijk dubieus (gcmlﬂ—
delde temperatuur, gemiddeld inkomen per hoofd der bevolking, enz.) Het

enige dat hier wiskundlg niet geheel trivisanl 1s, 18 net bewijzen van de
eligenschappen van gemiddelde, met name van cen zemiddelde van gemiddel-
fen. Tn verband hiermede kan iets over gewogen gemiddelden worden gezegd.,
Wanneer gemiddelden van met beperkte nauwkeurigheld gegeven getallenvl j~
en worden bepaald, 1s het van belang op be merken, dat, zclang geen Woni-
beschouwingen worden ingevoerd, aan het gemiddelde geen geringere onn. .iv-
kmurigheid ken worden toegekend dan het gemiddelde der afzonderlijke ovi-
navwkeurigheden: is  xg= ag+ Ui hy , waarin |Ji]£1 en ho>o is, dom
ia T.54YR met Xe=nT2a; enz. en |1vlg1 , waarbij de grenzen St kun-
fnen worden bereikt, De onwaarschijnlijkheid dat alle V=41 of =-1 zullen
zijn, kan hier nog niet worden betoopd, Deze vereist namelijk méér infor-
antie dan in de ongelijkheden lxg-oail S hy 2l1léén vervat 1s,

Om te laten zien dat waarnemingsreeksen veelal niet doeltreffend
door hun gemiddelde gekarakteriscerd zijn, kan men gevallen beschouwen
woarin het moximum (of het minimum) de belangrijkste kenmerkende groot-
neild is, met name de vraag ol deze een bepaalde kritieke waarde al dan
nict overschrijdt (hoogwaterstanden; rulneringsmogelijkheid; knelpunten
bij verschillende typen van verkecr, e,d.). Dit leidt tot begchouwing
van het "bereik! encr waarnemingsreeks, d.i. het kleinste interval waor-
in alle waarden vervat zijn, en tot de vraag, hoe veelvuldig kleinere
waarden over- (of onder-)schreden worden (voorbeeld: stukwerk; leder
astuk dat aan bepaalde gualiteltselsen voldoet, wordt met een vast bedrag
beloond; is dit niet het geval, dan moet een boete worden beta ald).
frequentiequotiénten van niet-overschrijdingen van cen bepaalde waarde

ceven de (cumulatieve)frequentie—verdeling, Aie aanschecuwelijk kan wor-
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den voorgesteld door voor elke waarneming een kaartje te maken waarvan
de lengte met de (Z G onderstelde) waargenomen waarde overeenkomt, en
deze, naar niet-afnemende grootte zerangschikt, met op een vaste verti-
caal gelegen linker eindpunten op te stapelen, (Vgl. ook volgens grootte
gerangschikte boontjes, grashalmen, recruten, enz.). Bij door afronding
verkregen waarden zal men het polygoon door een continue functie vervan-
gen. Van belang 1is, ook hier op te merken, dat men daarmede slechts
schijnnauwkeurigheid krijgt, daar de verloren informatie er niet door
teruggewonnen kan worden; slechts als men uit andere informatiebronnen
icts weet over de verdeling der afrondingsfouten heeft het zin een Dbe-
paalde kromme (of gebroken 1ijn) te kiezen, Hierblj laten zich geredoe-
1ijk de mediaan en de quantilen (guartilen, decilen, percentilen, enz. )

aanslulten., Met de sprelding (standaardafwijking) ig dit niet zo zeer

©

het geval, maar deze hééft nu eenmaal geen direct empirische betekenisa
Men zou er eigenlijk goed aan doen (als dit niet zo zeer met de gebrul-
ken in strijd was), gemiddelden (behalve in de bovengenoemde gevallen
waar eigenlijk de sommen van belang zijn) alléén als globaal plaats de-
palende parameters te bepalen als alle waarden in ecn klein interval
gelegen zijn, en spreidingen als de verdelingen in goede benadering nor-
maal zﬁjn.

Het is nog van belang te vermelden, dat onlangs op het te Rio dc¢
Janeiro gehouden congres van het Tnstitut International de Statistigue

door de mathematicus George Darmois en anderen sterke nadruk is gelepd

op de noodzaak, dat het statistick-onderwljs vddr alles in alle onder-
delen duidelijk, begrijpelijk en eenvoudig dient te zijn. Anderzijds
hebben o.a. zelfs weinig wiskundig georiénteerde beroeps-statistici als
b.v. R.C. Geary nadrulkkelijk betoogd: "Basic mathematics should be
treated rigorously". Dit brengt o.a, met zich mee, dat men mathematische
stellingen duidelijk zal schelden van anderc, b.v. empirische of philo-
sofische beschouwingen en overal waar geen volgens de gebruikeli jke
normen exact bewljs wordt gegeven, nadrukkelljk zal vermljden, de schijn

te wekken, alsof dit wel het geval ware,

10, Tenslotte nog enkele opmerkingen over de kansrekening, waarbij het
wel duidelijk i1s, dat voor een grondige bespreking ten minste een geheel
boekdeel zou zijn vereist.

Hier zal de leraar erop bedacht moeten zijn, dat hij, zodra hij
hiecrover spreckt, van de zijde van leerlingen, collega's en vrlenden
met de zotste vragen naar berekening van kansen van zeer ultzonderli jke
gebeurtenissen geconfronteerd zal worden. De leraar kan zich daartegen
wapenen donr het kansbegrip 211één dan als zinvol te erkennen, wanneer

het betrekking heeft op een bepaalde verzameling van gebeurtenlssen
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("cotéporie d'épreuves' volgens 1. Fr chet). In een latere fase kan hll
deze uitbreiden tot cen verzameling van mogelijke gebeurtenlssen ("even-
unliteiten"), mits de werkelijk danruit gerealiscerde gebeurtenissen
Anapult ontstaan door een "aselect crocédé", d.i, op een wijze, die in
voldoende mate analoog is met een blindelingse trekking van een lot uit
cen loterijtrommel. Hij zal natuurlijk niet petogen, dat het werkelljhke

zebeuren een blindelingse trekking is, maar uvitsluitend, dat het ten
anzien van onregelmatigheid en onvoorspelbaarheld voldoende (maar nict
volkomen) gelijkenis met zulk een trekking vertoont.

Waarneembare grootheden - of ook qualitatieve verschljn selen - WOor-
den dan gezien als de waarden van functies op deze verzameling; een wer-
kelijk gedane waarneming 1s een functiewnarde, d.w.z. afhankelijk van
diegene onder de mogelijke gebcurtenissen die werkelljk gebeurt. Waargoe-
nomen wordt een enkele functiewaarde (of cen aantal functicwaarden);
wiskundig behandelen kan men slechts de functie als zodanig. Dezec bepa-

len elkaar beiderzijds niet ondubbelzinnig. U1t cen nog zo groot (ein-

dig) aantal functiewaarden kan men de functic nooit volledig leren ken-
nen, en anderzijds zelfs, als men de functie kent, kan men wel haar
waorde op een willekeurige gegeven eventualitelt berekencen, maar men
weet niet, welke van deze eventualiteiten zich werkelijk zal voordoen,
zodat men er nooit cen ondubbelzinnige cn exacte voorspelling uit kan
Afleiden. Deze functiec o¢n algemener lederce toepassing van wiskunde op
ervaringwetenschappen worde gezien als het invoeren van een "mathema -
tisch model' dat de workelijkheid niet in alle details en volkomen exact,
mnar zlobaal en in voldoende benadering weergeeft., TIeder wiskundig be-
wije heeft betrekking op dit model, maar laat, strikt genomen, geen
conclusies toe over wat werkelijk‘zel worden waargenomen

Een van de belangrijkste doeleinden van het statistiek onderwijs
i3 het gewennen aan wat men 'statistisch denken' kan noemen, D.w.z. hetb
zien van cen werkelijk aangenomen (of nog waar te nemen) gebeurtenis
als één temidden van vele mogelijkheden; het beschouwen van een aselect
procédé als ¢én, wanrbij - 2ansluitend bij Henrl Poincaré, die evenwel
het begrip "le hagard" gebruikt. dat men beter vermijdt - klelne ocrza-
ken grote gevolgen hebben, d.,w.z. dat, eenmaal bezien, door vele para-
meters bepaald is, en waarbij kleine veranderingen in de parameterwaar-
den tot grote veranderingen in de waargenomen uitkomsten kunnen leider:;
en dat dientengevolge alléé ‘n zodanige verschijnselen berekenbaar, dus
voorspelbaar zijn, die bij zulke kleine veranderingen zelf ook slechts
kleine veranderingen ondergaan. Waar men doorgaans - en m.i, terecht -
in het wiskunde-, en dan ook in het statistiek-onderwljs in eigenlijgke
zin philosofische, en met name levensbeschouwelijke vragen zal vermi j-

den, zal men anderzijds het belangrijkste "epistemische" element in ditv
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onderwljs noeten zien als z2ijn fundamentele betekenls voor de algemene
wetenschapsleer ("scientific method"), en in het bijzonder de wetenschaps-

logica, en, althans in de "Hogere'" cursussen, beschouwingen van deze aard

niet mocten schuwen, Merkwoardigerwijs is hier de taak van de mathemati-

', cen denkbeeld en een overzicht te go-

cun, wmet zo min momeli Jl

vernn van noodzalkeld | mogelz jkheden ¢n typen van resultaten,




